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4® Série

1. Traco de um operador.

1.1. Imnvariancia do tracgo: Prove que o traco de uma matriz, que
representa um operador A, numa base arbitraria nao depende da mesma.
(vide CT, complemento Bj;.1.b, pag. 167)

1.2. Propriedades importantes: Prove as seguintes propriedades do
trago de operadores:

e Tr AB =Tr BA,
e Tr ABC =Tr BCA=Tr CAB

(vide CT, complemento Bj;.1.c, pag. 167)

2. Considere dois operadores, A e B, correspondentes a duas grandezas
fisicas A e B. O operador A (resp. B) tem dois estados proprios normali-
zados, |¢;), 1 = 1,2 (resp. |x;), i = 1,2) associados aos valores proprios a;,
i=1,2 (resp. b;, i = 1,2). Tem-se além disso

~2[x1) +3xe) ~30x1) — 2[x2)
=T 73 |¢>_—\/1_3 . (1)

2.1. Um sistema é sujeito a uma medida de A que da o resultado a;.
A seguir mede-se B, e depois novamente A. Mostre que a probabilidade de
obter novamente a; nesta tltima medida é 97/169.
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2.2. Mostre que com (1) o conjunto |¢;), i = 1,2 esta ortonormalizado se
e s6 se o conjunto |x;), ¢ = 1,2 esta ortonormalizado.

2.3. Mostre que como A e B sao hermiticos, a; e b;, i = 1,2 sao reais.

2.4. Dé condigoes para que A e B comutem.

3. Prove as seguintes propriedades de comutacao de operadores:
o [A,(B+C)]=[A B]+[AC];

[A, BC] = [A, B|C + B|A, C;

[A7 [37 CH + [B7 [Cv A]] + [C, [A7 B]] =0
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o [A, B]f =[BT, A].
(vide CT, complemento Bj;.2.b, pag. 168)

4. Prove as seguintes relacoes:

o [X, P?] = 2ihP;

o [X,P"] =ihnP" !

o [X,F(P)] =ihF'(P).

(vide CT, complemento Bj;.4.c, pag. 171)

5. Considere dois operadores A e B que, por hipdtese, comutam com o
seu comutador, i.e., [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0. Para este caso, prove a

formula de Glauber:

oA B — (A+B 3lAB] (2)

(vide CT, complemento Bj;.5.d, pag. 174)

6. Operadores unitarios.

6.1. Se A é um operador Hermitico, prove que o operador T = €4 é
unitario.
(vide CT, complemento Cj;.1.a, pag. 176)

6.2. Seja |v;) uma base ortonormada discreta do espaco de estados &.
Designe por |7;) a transformada do vector |v;) sob a acc@o de um operador
unitario U, i.e., |0;) = Ulv;). Prove que:

e 0s vectores |7;) sdo ortonormados e que constituem uma base de &;

e o inverso também ¢é valido, i.e., se |v;) e |7;) constituem bases ortonor-
madas de &, e que se transformam da seguinte forma |7;) = U|v;), logo
A é um operador unitario.

(vide CT, complemento Cj;.1.b, pag. 177)

7. Operador de paridade.

7.1. Considere que o operador de paridade IT seja definido por II |r) =
|—7), em que |r) é uma base de vectores do espago de estados . Prove que:

e o operador II? ¢ o operador identidade;

e o operador II é Hermitico;



e 0 operador II é unitario.

(vide CT, complemento Fj;.1.b, pag. 192)

7.2. Considere a transformada de paridade B de B definida por B =
I1BII, e que satisfaz a relacdo (r| B|r') = (—r| B|—r'). Em particular, se
B = +B, diz-se que o operador B é par; se B = —B, diz-se que o operador
B ¢é impar. Prove que:

e o0 operador par B, comuta com o operador de paridade II;
e 0 operador impar B_ anti-comuta com o operador de paridade II.

(vide CT, complemento Fj;.2, pag. 195)

7.3. No contexto da alinea anterior, prove que os operadores X e P, sao
operadores impares.

8. Considere o Hamiltoniano H de uma particula, num problema uni-
dimensional, definido por:

1
H=—P+V(X 3
em que os operadores X e P satisfazem a relacdo [X, P] = ih. Os vectores
proprios de H designam-se por |¢,), tal que H |p,) = E, |¢,), em que n é
um indice discreto.

8.1. Demonstre a seguinte relagao:

(@nl Plen) = a{pn] X |on) (4)

em que « é um coeficiente que depende da diferenca entre E,, e F,,. Calcule
a. (Sugestao: considere o comutador [X, H]).

8.2. Da relagao definida na alinea anterior, deduza, utilizando a particao
da unidade, a seguinte expressao:

2

Y (B = Ex)® | (onl X |ow) (@l P? | n) - (5)

n/

2
m?
(vide CT, complemento H;;.2, ex. 8, pag. 205)

9. Seja H o operador Hamiltoniano de um sistema fisico. Designe por
|on) 0s vectores proprios de H, com valores proprios E,, i.e.,

H|pn) = Ey |¢n) - (6)

3



9.1. Para um operador arbitrario A, prove a relacao:
(ol [A, H] [pn) = 0. (7)

9.2. Considere o problema uni-dimensional, em que o sistema fisico é
constituido por uma particula de massa m, sujeita a um potencial V(X).
Neste caso, recorde que o operador H é definido por:

o= %PQ V(X)) (8)

e Determine os comutadores [H, P|, [H, X] e [H, X P].

e Prove que o elemento de matriz (¢, | P |¢,) (interpretado como o valor
médio do momento no estado |¢,)) é zero.

e Estabelega uma relagdo entre F, = (p,] % lon) (0 valor médio da
enegia cinética no estado |¢,)) e (¢, | X 5 [n).

(vide CT, complemento H;;.2, ex. 9, pag. 205)

10. Considere o Hamiltoniano do oscilador harmoénico

1 2
10.1. Mostre que
4h?
[H,[H, X?]] = (2hw)*X? — WH' (10)

10.2. Calcule a representacao do operador X? na base dos estados pro-
prios de H e mostre em particular que os (n|X?|n’) sao nulos excepto se
n=n"oun=n+2.

10.3. Calcule também a representacaoo de X na mesma base, e use este
resultado e o da alinea anterior para verificar explicitamente a relacao

(n|X3n") =Y (nlX|0) (U X '), (11)

=0

que decorre da particao da unidade.



11. Um determinado sistema mecanico-quantico possui apenas dois es-
tados proprios de energia definidos por [1) e |2), respectivamente. O sistema
também possui trés outros observaveis (além da energia) designados por P,
Q@ e R. Os estados |1) e |2) estdo normalizados, mas ndo sdo necessariamente
estados proprios de P, @ e R.

Determine os valores proprios possiveis de P, () e R, com base nos se-
guintes conjuntos de dados “experimentais” (Nota: um conjunto de dados é
nao-fisico):

(@) (UP)y=1/2,  (1P*]1)=1/4; (12)
(b) (1QI)=1/2,  (11Q*[1) =1/6; (13)
() (1IR|1) =1, (1| R*|1) = 5/4, (1| R*|1) =7/4. (14)

12.

12.1. Prove as seguintes relagoes:

/ . 0 /
Wlzla) = by W) (15)
(82 |y = / ap as;(p')ma%qﬁm , (16)

em que ¢, (p') = (Pla) e ¢ps(p') = (P'|B) sdo as fungdes de onda no espago
dos momentos.

12.2. Qual é o significado fisico de

exp (%) (17)

em que x ¢ o operador da posicao e = é um determinado nimero com as
dimensoes de um momento? Justifica a tua resposta.



