Mecanica Quantica
42 Série
1. Tragco de um operador.

1.1. Invaridncia do traco: Prove que o traco de uma matriz, que
representa um operador A, numa base arbitraria nao depende da mesma.

1.2. Propriedades importantes: Prove as seguintes propriedades do
trago de operadores:

e Tr AB = Tr BA,
Tr ABC =Tr BCA=Tr CAB

2. Prove as seguintes relagoes:
o [X, P?] = 2ihP;

o [X,P"| =ihinP™ 1

e [X,F(P)] =ihF'(P).

3. Considere dois operadores A e B que, por hipétese, comutam com o
seu comutador, i.e., [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0. Para este caso, prove a
formula de Glauber:

oA B — (A+B 5lAB] (1)

4. Operadores unitarios.

4.1. Se A é um operador Hermitico, prove que o operador T' = e &

unitario.
4.2. Seja |v; > uma base ortonormada discreta do espago de estados &.

Designe por |0; > a transformada do vector |v; > sob a ac¢@o de um operador
unitario U, i.e., [0; > = Ulv; >. Prove que:

e 0s vectores |0; > sdo ortonormados e que constituem uma base de ¢;

e o inverso também ¢é valido, i.e., se |v; > e |0; > constituem bases orto-
normadas de £, e que se transformam da seguinte forma |0; > = Ulv; >,
logo A & um operador unitario.



5. Operador de paridade.

5.1. Considere que o operador de paridade II seja definido por I|r >=
| —r >, em que |r > é uma base de vectores do espago de estados &,.. Prove
que:

e o operador II? é o operador identidade;
e 0 operador Il é Hermitico;

e o0 operador II é unitario.

5.2. Considere a transformada de paridade B de B definida por B =
I1BII, e que satisfaz a relacdo < r|B|r’ >=< —r|B| — ' >. Em particular,
se B = +B, diz-se que o operador B ¢ par; se B = —B, diz-se que o operador
B & impar. Prove que:

e 0 operador par B, comuta com o operador de paridade II;

e o operador impar B_ anti-comuta com o operador de paridade II.

5.3. No contexto da alinea anterior, prove que os operadores X e P, sao
operadores impares.

6. Considere o Hamiltoniano H de uma particula, num problema uni-
dimensional, definido por:

H:%PQJH/(X), (2)

em que os operadores X e P satisfazem a relacao [X, P] = ih. Os vectores
proprios de H designam-se por |¢, >, tal que H|p, >= E,|p, >, em que n
¢ um indice discreto.

6.1. Demonstre a seguinte relacao:
< @n|Plpn >= a < ou| X|ow >, (3)

em que « é um coeficiente que depende da diferenca entre E,, e E,,. Calcule
a. (Sugest@o: considere o comutador [X, H]).

6.2. Da relacao definida na alinea anterior, deduza, utilizando a partigao
de unidade, a seguinte expressao:

2 R?
> (Bn—Ew)® | < enlXlow > | = —5 < On|P?on > (4)

n/



7. Seja H o operador Hamiltoniano de um sistema fisico. Designe por
|on > 0s vectores proprios de H, com valores proprios FE,, i.e.,

Hlp, >= E,|pn > . (5)

7.1. Para um operador arbitrario A, prove a relacao:

< ¢n|[A, H]lpn >= 0. (6)

7.2. Considere o problema uni-dimensional, em que o sistema fisico é
constituido por uma particula de massa m, sujeita a um potencial V (X).
Neste caso, recorde que o operador H é definido por:

H=-P2v(x). (1)

2m

e Determine os comutadores [H, P|, [H, X] e [H, X P].

e Prove que o elemento de matriz < ¢,|P|p, > (interpretado como o
valor médio do momento no estado |y, >) é zero.

e Estabeleca uma relagao entre F, =< 30n|5—2|90n > (o valor médio da
enegia cinética no estado |¢, >) e < 0, | X 5 |@n >.



